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國立臺灣海洋大學河海工程學系 2014 工程數學(一) 第一次大考參考解答 
 

系級：                   學號：                   姓名：            

 

1. 試解 
syrx

qypx

dx

xdy





)(

 在什麼條件或判別式下 (p, q, r, s 之關係)，此 ODE 會 

  正合(exact)? (5%) 此時 ?),( yx  (5%) 

 

2. 給一微分方程式 xyyyx 222   

   (1) 此微分方程式為線性或非線性? (5%) 正合(exact)或非正合? (5%) 

   (2) 試以分離變數法求解。 (Hint: 須先變數變換) (8%) 

   (3) 試以正合法解之。(若正合，直接求解 ),( yx ;若非正合，先求出積分因子，  

      再求解 ),( yx ) (8%) 

   (4) 試以 Bernoulli 法解之。 (8%) 

   (5) 試以全微分法解之。 (8%) 

 

3. 給一 Clairauts 方程式 2yyxy  ，試求此微分方程的通解(general solution) 

與奇解(singular solution)。 (10%) 

 

4. 試解: 

  (1) xy
x

y cos
1

  (7%)                         

  (2) 22 yxy
dx

dy
x   (7%)                        

  (3) 
yx

xy
y

2

2

1

1




 , 1)0( y  (7%)                   

  (4) 0)1(3 32  dyyexdxyex yy  (7%)                 

 

5. )(ty 為微分方程 1)sin( cos 
dt

dy
yte y 的解，且滿足初始條件 0)0( y ，試求 

  ?)( ty  ( )(ty 的解可以是隱函數型式) (10%)       
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1. 
syrx

qypx

dx

xdy





)(

  0)()(  dysyrxdxqypx  

令 )( qypxM      q
y

M





  

dysyrxN )(    r
x

N





  

   當 ODE 為正合方程時，則須滿足 
x

N

y

M








 即 rq   

   因為是正合型 ODE，可得 

   qypx
x

yx



 ),(

   )(
2

1
),( 2 yfqxypxyx   

   )(
),(

syrx
y

yx





  )(
2

1
),( 2 xgsyrxyyx   

   所以解為 csypxqxyyx  22

2

1

2

1
),(  

 

2. (1) 非線性; 非正合 

   (2) 分離變數法 

      xyyyx 222    
2

2 2

x

xyy
y


     為齊次型 ODE 

        (上下同除 x2)  
x

y

x

y
y 2)( 2   

       令 
x

y
u    uxy    uxuy   代回上式 

       可得 uuuxu 22    dx
x

du
uu

11
2




  

                             


 dx
x

du
uu

1
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1
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(  

                            1ln1lnln cxuu   

                            1

)1(
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u
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
  

                            1

)(
ce
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y



    cx

y

x

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    (3) 正合(exact)法 

       xyyyx 222    0)2( 22  dyxdxxyy  

       令 xyyM 22     xy
y

M
22 




  

          2xN    x
x

N
2




  
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        由判斷式可知: 
x

N

y

M






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    非正合 

        設積分因子 )(y   
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M

x

N

M

2
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1
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
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

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M
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

 

           yln2ln     
2

1

y
   

        將微分方程同乘積分因子，可得 0)21(
2

2

 dy
y

x
dx

y

x
為正合 

         
y

x

x

yx
M 21

),(



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


   )(),(
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yf
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x
xyx   

           
2
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N 







    )(),(
2

xg
y

x
yx   

        故微分方程解為 c
y

x
xyx 

2

),(  

    (4) Bernoulli 法 

       xyyyx 222    2
2

12
y

x
y

x
y      為 Bernoulli 型微分方程 

                       
2

12 12

x
y

x
yy    

       令 1 yu   yyu  2  代回上式 

       可得
2

12

x
u

x
u     為一階線性微分方程 

       積分因子為 2
2

xe
dx

x   

       同乘積分因子後可得 122  xuux  dxuxd  )( 2  

                                        cxux  2  

                                        cx
y

x


2

 

    (5) 全微分法 

       xyyyx 222   0)2( 22  dyxdxxyy  

                     0)2(2  xdyydxxdxy  

                     0)(
2

212  

x

y
xyxddxy  

                     0)( 21   xyddx  

    (兩邊同時積分)    c
y

x
x 

2
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3. 2yyxy   

  令 yp    2pxpy   

  將兩邊對 x 微分可得 pppxpy  2   

                   pppxpp  2  

                   0)2(  ppx  

   由 0p   cpy   代回 2yyxy   

   可得 2cxcy   (通解) 

   由 02  px  
2

x
py   代回 2yyxy   

   可得 
4

2x
y   (奇解) 

 

4. (1) xy
x

y cos
1

  xxyyx cos  

                    dxxxxyd cos)(   

                    cxxxxy  cossin  

                   
x

c
x

x
xy  cos

1
sin  

   (2) 22 yxy
dx

dy
x     dxyxydxxdy 22  

                      dxyxxyd 22)(   

                      dxxyd
yx

 )(
1

22
 

                      cx
xy


1

  
cxx

y



11

 

   (3) 
yx

xy
y

2

2

1

1




   0)1()1( 22  dyyxdxxy  

                   0)(  dydxxdyydxxy  

                   0)(  dydxxydxy  

                   cyxyx  22

2

1
 

       又 1)0( y  1 c  

       故此微分方程解為 1
2

1 22  yxyx  

 

   (4) 0)1(3 32  dyyexdxyex yy    

    0
13




 dy
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y
dx

x
  1

13
cdy
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
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                        1lnln3 cyyx   

                        1lnlnln3 cyex y     cyex y  3  
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5. 1)sin( cos 
dt

dy
yte y   1)sin( cos 

dt

dy
yte y  

                       
ytedt

dy
y sin

1
cos 

  

                       yte
dy

dt y sincos   

                       yety
dy

dt cossin   

    當 y 為 t 函數時，則此題不易求解。 

    反之，將 t 視為 y 函數時，即 )(yt ，則此題可視為 )(yt 的一階線性 ODE 

    積分因子為 ydyy
ee cossin   

    同乘積分因子可得 ODE 為 yyyy eetye
dy

dt
e coscoscoscos sin    

                        1)( cos   te
dy

d y  

                        cyte y   cos  

    代入初始條件 0)0( y ，即當 0t 時 0y 。 

    可得 0c ，故解為 0cos  yte y  

 

   此題亦可以正合法求解: 

   1)sin( cos 
dt

dy
yte y   0)sin( cos  dyeytdt y  

    1M                0




y

M
 

    yeytN cossin       y
t

N
sin




  

    
t

N

y

M








  not exact 

    )(y   dy
y

M

t

N

M
d )(
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






 


   






 dy
y

M
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N

M
d )(

11 


 

             yydy cossinln    

             ye cos   

    同乘積分因子可得 0)sin( coscoscos   dyeytedte yyy  

    ye
t

yt
M cos),( 







  )(),( cos yfetyt y    

    )sin(
),( coscos yy eyte

y

yt
N 




 
   dyeyteyt yy )sin(),( coscos  

                                             dyeyt y )1sin( cos  



 
Filename: EMI-2014-mid01s.doc ~ by Y. T. Lee                              October 27, 2014 

                                     yydet y    cos)( cos  

                                     )(cos tgyet y    

       cyetyt y   cos),(  

        代入初始條件 0)0( y ，即當 0t 時 0y 。 

        可得 0c ，故解為 0cos  yte y  

 

 


